Capitolul I. ALGEBRA LINIARA

#1. Spatii vectoriale

Definitia_I.1.1. Fie V o multime nevida 9 K un corp. Spunem ca pe V sa definit o
structura algebrica de spatiu vectorial (sau spatiu liniar) peste copul K dacapeV sunt definite:
- 0 lege de compozitie interna noteta aditiv:
+:VWV ()
- 0 lege de compozitie externa notata multiplicativ:
KVV ()
care Indeplinesc urmatoarel e proprietati:
1). (V, +) esteun grup

2. i) =
i) |
iii)
iv) 1
Vom nota aceasta structura (V,K).

Observatial.1.1. (V, +) este grup daca:

a) asociativitatea legii de compozitie "+

b) inc& ( se numeste dement neutru la adunarea vectorilor).
). adtfd incé

Observatia_1.1.2. Elementde lui V s numec vectori, iar dementde lui K scalari.
Operatia"+" se vanumi adunarea vectorilor iar operatia™ Tnmultirea vectorilor cu scalari.

Observatia |.1.3. Am notat cu 1 elementul unitate din corpul K, iar cu vectorul nul din
V. Dupa cum se vede, pentru a deosebi vectorii de scalari, am notat ih mod deosebit vectorii (
Totus pentru usurinta scrierii vom renunta la aceasta notatie, dar vom continua sa desemnam, pe cét
poshil, vectorii cu litere mic de dfabetului lain (abx,y,etc.), iar scaarii cu litere mici de dfabetului
grec (

Propozitial.1.1. (Reguli de calcul in spatiul vectorial). Au loc:
1.0x=
2.
3. (-
4.

Demonstratie
1.0=



2.
3.Din0
[1+ (-1)]
Da gim ca X +(X) =
4. Daca egditatea este evidenta.
Dacaadtfd incét Atunci

Propozitial.1.2. Tn(V ,K) areloc:
X+y=y+x (comutativitatea adunarii vectorilor, deci (V,+) este grup abelian)

Demonstratie.

(I+D(x+y) = (I+Dx + (I+1)y =x+x +y +y.

(I+D)(x+y) =1 (xty) + Uxty) =x +y +x +y
Deci x +x+y+y=x+y+Xx+Y, deundeadunand lastangacu -x s ladregpta cu -y obtinem x +
y=y+X.

Exemple de spatii vectoriale:

Exemplu 1.1.1. Fe M(m,n,K) multimea matricdlor cu m linii 9 n coloane cu eemente din
corpul K. Aceasta multime formeaza un spatiu vectorid peste corpul K fata de operatiile obisnuite
de adunare amatricdlor S Tnmultire a matricelor cu scalari.

O importanta deosebita 0 au urmatoarele doua cazuri particulare:

Exemplul 1.1.2. Fie M(1,n,K) multimea matricelor cu 0 sSinguralinie s cu n coloane, cu demente
din corpul K. Aceasta multime se mai notesza:
K
Elementele lui K' se numesc vectori linie n-dimensionali. Operatiile de adunare a vectorilor linie
ndimensondi S de inmultire a acestora cu scalari devin:
Daca s avem

Se verificausor caK" impreuna cu aceste doua operatii este un K - spatiu vectorid.

Exemplul 1.1.3. Fie M(n,1,K) multimeamatricelor cu o Snguracoloanad n linii cu eemente
din corpul K, care se pot nota:

Pentru definim:

Elementde lui K , in acest caz s numesc vectori coloana n-dimensondi. S in acest caz
(K" ,K) este spatiu vectoridl.

Deoarece multimile M(1,n,K) s M(n,1,K) se deosebesc doar prin modul de scriere a
elementelor, in practica se vorbeste doar despre vectori n-dimensionali, tipul acestora -linie sau
coloana subintelegandu-se din context.



Spatiul (R",R) se numeste spatiul vectorid red n-dimensond, iar (C", C") spatiul vectorid
complex n-dimensond.

Exemplul_I.1.4. Multimea polinoameor cu coeficienti redi de grad cd mult egd cu n (nN)
formeaza spatiu vectoria peste corpul R, fata de operatiile obisnuite de adunare a polincamelor s
Tnmultire a polinoameor cu scalari.

Liniar dependenta. Liniar independenta.

Tn continuare, toate consideratiile vor fi facute referitor la (V,K) un spatiu vectorid.

Definitial.1.2. FieS= unssem devectori din'V.
Spunem ca un vector xse scrie ca 0 combinatie liniara de vectorii Sstemului S daca exita
adfel inci:

Definitia_1.1.3. Spunem ca sstemul S este liniar dependent (sau cavectorii sunt liniari
dependenti), dacaexistascdarii nu toti nuli, astfel Incét:

Altfd spus, vectorii ,8,...,a, suntliniari  dependenti daca exista cd putin 0 combinatie liniara
nulaalor_cu nu toti sclarii nuli.

Definitia_1.1.4. Spunem ca ssemul S este liniar independent daca nu ese liniar
dependent.

Observatia_1.1.4. Vectorii g,&,...a, sunt liniari independenti daca din orice combinatie
linlaranulaalor rezultatoti scdarii zero.

Observatia 1.1.5. A udia dependenta sau independenta liniara a unui sstem finit de
vectori revine la a forma o combinatie liniara nula a lor 9 a cauta informatii despre scalarii
combindtie.

Exemplul 1.1.5. Tn K" vectorii g = (1,0,...,0); & = (0,1,0,...0), .......,
e, =(0.....,0,1) sunt liniar independenti.

Tntr-adevar din rezulta
(ceeaceimplica

Exemplul_|.1.6. Tn spatiul vectorid a polinoamelor cu coeficienti redli, de grad ol mult n,
polinbamde: 1, X, X?,......, X" sunt liniar indgpendente .

Tntr-adevar, daca este 0 combinatie nula a acestor polinoame (aici este polinomul nul prin
identificarea coeficientilor rezulta

Propozitia |.1.3. Tntr-un spatiu vectoria au loc:
1) Orice Sstem de vectori care contine vectorul nul este liniar dependent.
i) Orice subsstemn a unui Sstem liniar independent este liniar independent.




iii) Orice suprasstemn a unui Sstem liniar dependent este liniar dependent.

Demonstratie
i) Fie sstemul de vectori . Este clar cafolosnd sstemul de scdari  obtinem:
ceeace verificadefinitial.1.3.
i) Fe dstemul de vectori liniar independent s fie
S =unsubsgemd lui S(
Presupunem, prin reducere la absurd ca S este liniar dependent, adicaexistascdarii nu toti
nuli, agtfd Tncé:

Atunci putem scries

unde
Deci am obtinut o combinatie liniara nula a vectorilor din sstemul Scu nu toti
coeficientii nuli, ceeaceinseamnaca S ee liniar dependent.
Contradictie cu ipoteza.
lii) Fe un sstem de vectori liniar dependenti; deci existanu toti nuli, astfel Tncét
Atunci pentru orice suprasistem de vectori d lui S, avem:
ceea ce inseamna ca suprasstemul  este liniar dependent.

Definitia_1.1.5. Un sistem infinit de vectori este liniar independent daca orice subsstem
finit d sau este liniar independent.

Propozitia_1.1.4. Sstemul de vectori este liniar dependent dacas numai dacacd putin unul
dintre & se scrie cao combinatie liniaraa celorldlti.

Demonstratie. "necesitatea”
Presupunem ca S este liniar dependent. Deci exista, nu toti nuli, astfe incét .

Deoarece scdaii nu sunt toti nuli, atunci exiga cd putin un indice astfd incd ceea ce
inseamna caexistas inversul sau Tn aceste conditii din rdatia:

Tnmultitacu  obtinem:
Deci sescrie cao combingtie liniarade celldti vectori.
"suficienta”
Presupunem cadin Sstemul S, vectorul se scrie cao combingtie liniaraa cdorldti:

, de unde obtinem:

Cum nu toti scalarii acestel combindtii liniare nule sunt zero rezultaca S este liniar dependent.



Propozitia_1.1.5. Fie un sstem de vectori liniari independenti. Daca suprasstemul  este
liniar dependent atunci se scrie ca o combindtie liniara de vectorii Sstemului S.

Demonstratie. Deoarece S este liniar dependent, exista,, nu toti nuli, astfel incét:
D)
Afirmam ca
Tntr-adevar, daca atunci am avea , S cum S este liniar independent rezulta.. Atundi in rdlatia (1) toti
scdaii sunt nuli. Contradictie.
Daca aunci |,
adica se scrie cao combinatie liniara de vectorii Sstemului S,

Dimensiune s baza intr-un spatiu vectorial

Definitia_1.1.6. Spunem ca spatiul vectorid (V, K) are dimensiunea n daca exigainV n
vectori liniari independenti S oricare ar fi n+1 vectori din'V, acestia sunt liniar dependenti.

Exemplul 1.1.7. Dimensunealui R
Congderam vectorii e==. Formam o combinatie nulaalor:
+=0 ,
Tinand seama de definitia operatiilor in obtinem succesv:
+=

ceeaceimplica. Deci e

Congderam acum trel vectori carecare din R:
a;b=; c=

Studiem liniar dependentallor :

=0, 0)

Am obtinut un Sstem omogen de doua ecudii cu trei necunoscute Acest Sstem admite 5
solutie nebanaa . Tn consecinta nu toti scalarii
Demondratiafaptului cadim R =2 s-aincheat.

Observatia 1.1.6. Dimensunea unui spatiu este egala cu numarul maxima de vectori liniari
independenti din acd spatiul.

Definitia_|.1.7. Tntr-un spatiu vectoria de dimensiune n, (V,K), un sistem de n vectori liniari
Independenti se numeste baza alui V.

Observatia 1.1.7. Un Ssem maxima de vectori liniar independenti  nt-un spatiu vectoria
condtituie o bazain patiul vectorid respentiv, iar dimensiunea bazel S dimensiunea spatiului coincid.

Teoremal.l.1. Orice spatiu vectorid are baza.
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Demonstratie. Demondratia acestel teoreme foloseste rezultate din teoria multimilor S a
relatiilor definite pe o multime. Fara aintrain amanunte prezentam schita acestel demondtrtii :

Fe (V,K) spatiu vectorid. Consideram:

Pina (V)={ | A liniar independenta} - multimea tuturor submultimilor liniar independente din
V.

P.q (V) Impreuna cu relaia obijnuita de incluziune a multimilor ", devine o multime inductiv
ordonata. Atunci conform lemei lui Zorn existademente maximadein P, (V), deci exigabazeinV.

Observatia_1.1.8. Un spatiu vectorid poate avea mai multe baze, dar toate au aceeses
dimengune (numar de eemente).

Definitia_1.1.8. Daca numarul de vectori liniari independenti dintr- un spatiu vectorid este
nemarginit aunci spunem ca spatiul respentiv este infinit dimensional.

Definitia_1.1.9. Spunem ca un sstem de vectori SV este sistem de generatori pentru V,
daca orice vector XV se scrie cao combindie liniaraa vectorilor din S.

Teoremal.1l.2. FieV un spatiu vectoria peste corpul K.
Ssemul B=V estebazaalui V dacas numai dacaau loc:

1) B esteliniar independent

2) B este un sstem de generatori pentru V.

Demonstratie " necesitatea "

Presupunem ca B este baza Atunci, conform definitia bazei, B este liniar independent s dim
V=n. Atunci () xV ssemul de n+1 vectori este liniar dependent. Conform propozitiel 1.1.5.
vectorul x se scrie ca o combinatie liniara a vectorilor din B. Deci B este 9 sstem de generatori
pentru V.

" suficienta ™

Presupunem ca B este liniar independent s condtituie un sstem de generatori pentru V. Fe
S=un sgem de nt+1 vectori arbitrari din'V g fie
@)
0 combindtie liniara nulaa lui S,( Cum B este sstem de generetori pentru V, atunci fiecare vector a
, I=se va scrie ca 0 combinatie liniaraa vectorilor din B:

g =i=12,..,nt1l., cunoscuti.

Rdatia (2) devine:
(3)
ceeace conducela:
(4)

ceea ce reprezinta o combinatie liniara nula a vectorilor liniar independenti . Deci toti scdarii
combinatia vor fi nuli:
(5) 0 k=

N ecunoscutde fiind |, rdatia (5) reprezinta un Sstem liniar omogen de n ecudii cu n+1
necunoscute. Tn acest caz Sstemul admite s solutii nebanale. Rezulta canu toti scalarii sunt nuli, S
revenind la relatia (2) ca oricare n+1 vectori dinV sunt liniar dependenti. Atunci B condtituie o baza

pentru V.



Propozitia |.1.6. Tntr-un spatiu vectorid, orice sistem de vectori liniari independenti poate fi
completat panala o baza a spatiului.

Demonstratie: Fie B=0 baza § F= m<n ,un Sstem de vectori liniari independenti. Vom
demonstraca este o baza

Sastudiem liniar independenta vectorilor din F . Fie:
(6)

0 combinatie liniaranula alor. Fiecare vector din F se scrie ca o combinatie liniara avectorilor din B

A(7) fi= i=
Inlocuind (7) in (6) obtinem:
(8

Sau:
)

+

Deunde:
(10)

Necunoscutde fiind |, determinantul Sstemului este

Afirmam ca determinantul obtinut este nenul.
Tntr-adevar, deoarece  sunt liniar independenti , atunci din orice combinatie liniaranulaalor :
(11)
rezultatoti scalarii zero. Dar tindnd seama de relaia (7), (11) devine:
(12)
un Sstem liniar omogen care admite numai solutia banaa, deci determinantul Sstemului este nenul :

Revenind la (10) rezulta.
Deci Fegteliniar independent s cum dim V=n, F congtituie o baza pentru V

Propozitial.1.7. Din orice Sstem de generatori e poate extrage o baza.

Demonstratie Fie S=un sstem de generatori pentru spatiul vectoria V. Din S extragem un
subsstem B=, sn, de vectori liniari independenti, maxima in felul urmetor :

Se conddera B=. Daca toti vectorii % ,%; , ...,X, S8 SCriu cao combinatie liniarade x, (adica
X =. Tn acest caz, fie x, un vector ce nu se scrie sub formax, =, , pe carell introducem in B.

Deci B= este liniar independent, caci nici unul din vectorii sai nu se scrie ca 0 combinatie
liniara de caildti vectori din B.

Daca toti vectorii X ,X, ,...,X, Se scriu ca o combinatie liniara de vectorii Ssemului B aunci
s=2.



Tn caz contrar rationamentul se repeta s evident, dupa un numar finit de pasi, gasm B= liniar
Independent, maxima. Raméne sa dovedim ca B este un Sstem de generatori pentru V. Sitemele
i=st+1,..,n suntliniar dependente s n plus vectorii % , i= se scriu cao combinatie liniarade x, ,...,%

(13 i=s+1,s+2,...,n
Deoarece S este Sstem de generatori atunci orice vector X se scrie ca 0 combinatie liniara
de vectorii Sgemului S:
(14)
Dar tindnd seamade (13), relatia (14) devine:
(15
,unde ,

Tn concluzie orice vector XV se scrie ca 0 combindtie liniara a vectorilor din B, rezultacaB
ede 9 Sstem de generatori pentru V, deci bazainV.

Teoremal.1.3. Scriereaunui vector Tn raport cu o baza este unica.

Demonstratie Fie (V,K) un spatiu vectorid, B=0 bazapentru V 9 xascrierealui X in

rgport cu B nu este unica. Deci exista adtfd incat:

(16)

d exiga adfd incé:

)

Inmultind relatia (17) cu -1 9 adunénd-o la (16) obtinem:

(18)

Cume, ,...,e, sunt liniar independenti rezulta

Deci g scrierealui X Tn rgport cu vectorii din B este unica.

Definitia_1.1.10. Fie exprimarea (scrierea) vectorului XV Tn rgport cu baza B=. Scdarii x
X5 5. X, S2 NUMeESC coordonatel e vectorului X h baza B.

Exemplu 1.1.8. In R fiebazaB=,¢g=(1,00 s §=(0,1) s xR* , x=(4,3). Cum x=4g,
+3e,, coordonatele lui X InbazaB sunt 4 9 3.

Exemplul 1.1.9. In R fiebazaB' =, f, =(1,1), , =(1,2) s x=(4,3). Deoarece x=5f, -f, ,
coordonatele lui x in bazaB' sunt 59 -1.

Definitial.1.11. Tn spatiul R', baza B=, unde:

e =(1,0,...,0)
e,=(0,1,...,0)
e, =(0,...,0,1)

£ numeste baza canonica.



Efectul schimbarii bazel asupra coordonatelor unui vector

Fe (V,K) un spatiu liniar de dimensunen, iar B=,
B'= douabaze pentru V. Daca un vector arbitrar XV are scrierile in cele doua baze:
(19) C
respectiv:
(20) D
ne propunem sa gasm relatia de legaturaintre coordonatde x, ,...,x, S

Deoarece B este bazapentru V, iar f,, aund fie
(21)
scrierea acestor vectori Tn raport cu B. Scriind coordonatele vectorilor f, , k=1,2,...,nTn baza B pe
coloanele unel matrice, obtinem:

(22)

Aceasta matrice se numeste matricea de trecere delabazaB labazaB .
Reatia (20) devine:

(23)

dar tinand seama de (19) rezulta:

adica:

sau In scriere matriceda

(24) =M

sau X =M , unde prin % am notat vectorul coordonaeor lui X T baza B, iar prin %, vectorul
coordonator Iui X in baza B . Dedi aidi rezulta:

(29)

Lema substitutiei s aplicatii

Teorema_|.1.4. (Lema substitutiel) Fe (V,K) un spatiu liniar de dimensunean s fie B=o
baza pentruV, iar

X=X €t AX 1 8 PG XK G T 4K 6,
un vector din V. Atunci: B = este 0 noua baza pentru V dacas numai daca x 0.

Demonstratie " necesitatea "
Presupunem x; . Pentru aaratacaB' este baza, este sUficient saaratam caB este liniar independent
deoarece dim B =dim V =n. Fie

o combinatie liniaranulaa vectorilor din B. Avemn succesv :

De unde



(26)
Deoarece x, obtinem s mai depate , , . Atunci B egte liniar independent, deci condtituie o baza
pentru V.

"suficienta ™
Presupunem B baza pentru V, deci este un sistem de vectori liniari independenti. Daca prin absurd,
aunci folosinu-ne de caculde anterioare putem luain (26) arbitrar S, pentru ceea ce arata ca B
n-ar fi liniar independent. Contradictie cu ipoteza. Deci .

Consecinta. Fie spatiu liniar, B=o bazaiar un vector dinV cu . Daca egste un dt vector
dinV, atunci coordonatele ae vectorului a Tn baza B = sunt date de formulde:

(27)

Demonstratie. Din , deoarece
obtinem:

g Tnlocuind in scrierealui a n raport cu baza B avem:

adicatocmal scrierealui a in raport cu B . Acest rezultat se poate pune in doua tablouri de forma:
Tabloul (B) Tabeul (B")
Vectorul x intrain

Tn tabelul (B) ¥ se numeste pivot S se marcheaza prin incadrarea ntr-un patrat sau prin
Tneercuireasa. Trecerealatabd (B') se numeste pivotaj dupax s sefacein fdul urmator:

1) seimparte liniapivotului la pivot;

2) In coloana pivotului ementde %, , k sehlocuiesc cu zero;

3) dementdle g, , k (cenu seaflainlinias coloana pivotului) seinlocuiesc cu: .

Semal spune ca se caculeaza cu "regula dreptunghiului”.
Lema subdtitutie joaca un rol important in prezentarea agoritmului Smplex pentru rezolvarea
problemelor de programare liniara ( vezi capitolul 11 din aceadta carte), dar poate fi folosta 9 la
calcularea coordonatelor unui vector aunci cand are loc o schimbare de baza in spatiul liniar, la
rezolvarea semelor de ecudii liniare, lainversarea matricelor, etc.. Fara a demondira toate acestea
(demongratiile sunt smple), exemplificam cu urmatoarele aplicatii:

Aplicdia 1.1.1. Fie , bazacanonicas o dtabazain R, matricea de trecere de labaza B
labazaB fiind:

Daca vectorul x are coordonatele (3,2,1) in baza canonica, sa se gaseasca coordonatele
acestuiain bazaB .

Rezolvare Putem rezolva problema s folosnd formula (25), dar cu gutorul leme
substututiel scriem Srul urmator de tabele:
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Deci x5.=(-7,5,2).
Aplicatial.1.2. Sase cdculezeinversamatricel nesngulare
Notand cu &' ,&%,a® coloande matrical A avem:

Aplicatia_1.1.3. Deoarece rangul une matrice poate fi definit ca numar maxim de coloane
liniar independente, se foloseste lema subdtitutiel la calculul rangului une matrice, cas a unui Sstem
de vectori: vor fi atétea coloane liniar independente céte se pot introduce in baza. De exemplu,

pentru:
avem:

Au fost introduse doua coloane: & ,a', deci rang A=2

Aplicatial.1.4. Sase discute S sa serezolve sstemul:

Rezolvare. Notand cu L=(1,3,0)' coloana termenilor liberi s cu a* ,& ,a ,a coloanele
coeficientilor necunoscutelor avem:
Sigemul adevenit:

Matricea ssemului are rangul 2, sstemul este compatibil nedeterminat, necunoscutele

principdefiindx, S X, .
Solutiassemului este | .
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